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1. Primitiv fiiggvények(hatarozatlan integralok) 7

F1.

F2.

F3.

F4.
F5.

1. Primitiv fliggvények
(hatarozatlan integralok)

1.1. A definicidk egyszeri kovetkezményei

Hatarozza meg az aldbbi fiiggvények dsszes primitiv fiiggvényét:

(@) f(x) =+ (2 € (0, 400));  (b) Fa)i= (v € (~00,0));
(©) f) = — (e O.m); (@) f@):

sin® x 1422

(z € R).
Hatarozza meg az f : I — R fiiggvény xg € I pontban eltiing primitiv
fliggvényét, ha
(a) f(z):=cosz (z €R, zg:=32r);
1

(b) f(l‘) = 3—\/5 ([If € R+, Ty = 8)
Keresse meg azt a f fliggvényt, amelyre
1
(a) f'(z) = NG (x €RF), f(4)=1
1

(
(

(@) f'r) = 5 (x€RY), f(1)=0, ['(2) =0

(e) f"(x) = 3¢ + 5sinz (z €R), f(0)=1, f'(0)=2;

( —sinz, (z€R), f0)=1, f'(0)=1, f(0) = 1.

[gazolja, hogy a sign fiiggvénynek nincs primitiv fiiggvénye.

(a) Bizonyitsa be, hogy ha az I C R intervallumon értelmezett f : I — R
fiiggvénynek az Fi, F, : I — R primitiv fiiggvényei, akkor

deceR, hogy Fi(z)— Fy(z)=c (Vzel).
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(b) Mutassa meg, hogy az el6z6 allitasban az a feltétel, hogy Dy intervallum
legyen, lényeges: Adjon meg olyan nemiires H C R nyilt halmazt, olyan
F\, F, : H — R differencialhato fiiggvényeket, amelyre F|(x) = Fj(x) teljesiil
minden x € H esetén, ugyanakkor Fj és F, nem konstansban kiilonb6znek
egymastol.

1.2. Primitiv fliiggvények meghatarozasara vonatkozo6
modszerek

1.2.1. Alapintegralok

F6. Szamitsa ki az alabbi hatarozatlan integralokat az adott I intervallumokon:

(a) /(6;1:2_8354—3) dz, I :=R; (b) /(\/E+ \3/5) dr, I :=R*:
(c) /\/$de, I:=RT"; (d) /(x\J/rzl)Q dr, I :=R*;

5
(e) /(29@ + ﬁ) de, I :=(—-1,1).
1.2.2. Alapintegralokra vezetd tipusok

o | fTI alaku integralok

F7. Mutassa meg, hogy ha f : I — R pozitiv és differencidlhaté az I intervallu-
mon, akkor

f/(aj) = In X C X
/f(x)d:p_l f@)tel  (zel)

F8. Az el6z6 feladat segitségével szamitsa ki az alabbi hatarozatlan integrélokat
az adott I intervallumokon:

T r—3
dz. I :=R: by [ —L "2  gp =R
(a)/x2+3 o ) ()/x2—6x+27 s ’

© [wade 1= (35 @ [Sdn =R
© [ 1= 0 ) [ 1= (1o0):

rlnz’
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o [ f*.f alaku integralok

F9.

F10.

Tegyiik fel, hogy az f : I — R fiiggvény pozitiv és differencialhaté az I
intervallumon és a # —1 valds szam. Mutassa meg, hogy

/fCY x)dr = fz::(f) +c (x €1).

Az el6z6 feladat eredményének felhasznaldsaval szamitsa ki az alabbi hataro-
zatlan integralokat az adott I intervallumokon:

(a) / 2(205+4)00% d, [ = / * 6+ ddz, I :=R*,
(c) /e“”(l —e"3dr, I =R, (d) /sin?’:ccosxd:c, I:=R;

In’ [arsh
m T =RT,; (f)/ mdw, I :=R";
1+ 22

dr +7
du-[:: _§7+ 5
\/21‘2—1—790—1—5 (=3, +o0)

(e)

(h) de, I .= (0,2)
cos? x4/ (tg )3

o [ f(ax +b)dzr alaka integralok

F11.

F12.

Legyen I C R egy intervallum és F': [ — R a f: I — R fiiggvénynek egy
primitiv fiiggvénye. Mutassa meg, hogy ekkor barmely a € R\ {0}, b € R

esetén
F b
/fax—l—b (ax+)+c (x el).

Az el6z6 feladat eredményének felhasznalésaval szamitsa ki az alabbi hataro-
zatlan integralokat:

(a) /(21‘—3)10 dr (z > %), (b) /\3/1 —3xdr (v < %),
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(C)/ L e weRr); (d)/ L i (x> 2);

2+ 322 2 — 3x?

(e)/ﬂiig2 v (o] < /2 /W (> /2.

F13. Szamitsa ki az alabbi hatarozatlan integralokat:

@ [ rras @ERE ) [o T @eR)

222 — 122 + 23 3x2 4+ 122 + 16

X
c x € R);
)/\/3x2+12x+30 ( )

(d)/\/ﬁd.ﬁ (1—\/5<x<1+\/5).

e [f(g(x))g (z)dx alakt integralok
F14. Tegyiik fel a kovetkezdket:

(i) a g : I — R fliggvény derivalhato az I intervallumon,

(ii) J C R egy intervallum és R, C J,

(iii) az f : J — R fliggvénynek létezik primitiv fiiggvénye.
Ekkor az f o g- ¢ fliiggvénynek is létezik primitiv fliggvénye és

k/ﬂmmmmmsz@@»+c (e J),

ahol F' a f egy primitiv fiiggvénye.
(Gondolja meg, hogy ez az allitas specialis esetként tartalmazza az F7., F9.
és F11. feladatok eredményeit!)

F15. Az el6z6 feladat segitségével szamitsa ki az aldbbi hatarozatlan integralokat
az adott I intervallumokon:

(a) /:c sinz?dz, [ :=TR; (b) Sli/[ [:=R*:

(©) / (62 + 2) sin(322 + 20 — 1) da, T := R;

1
d) [ ————dz, I =Rt
( )/x(1+ln2x) v ’
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1 1
©) | o V1+tg2e

0 [ Sdn 1= (-5.9)

cos? x

. 1= (<5.5)

1.2.3. Integralas ,ligyesen”

F16. Az integrandus ,alkalmas” atalakitasa utan szamitsa ki az alabbi hatarozat-
lan integralokat a megadott I intervallumokon:

- 20 + 3
(a) /IQ—Hd:c, [ =R (b)/x_2 dz, 1= (2, +00):
x
—_— I =R, d 31 2 I =R,
(c)/4+$4dx, ; ()/:v V1+2?2dx, :
© [igrdn 1= (55 O [tetrdn T=(-53)
(2) /Sinzxdx, I:=R; (h) /cos3xd:v, I =R,

(i) /sinSx-cos?xdx, I=R; (j) /cosgcosgdﬂ I =R,
(k) /\/1 —sin2zxdz, I:=(0,7);

cos’x — 5 o
W) [ de, 1:=(=5,3);

x
1+cos2z '

(m) /Snllxdm, 1= (0,7); (n)/ L de, 1= (-z 1),

COsS ™

(0) /sian-cos3xdx, I:=R; (p) /sin2x00s4xdx, I:=R

1+tg2x o xox
(a) /md% = (=% 7)
1.2.4. Parcialis integralas

F17. A parcialis integralas szabalyat alkalmazva szamitsa ki az alabbi hatarozatlan
integralokat a megadott I intervallumokon:
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(a) /xe% dr, I:=R; (b) /xz sin3zdr, [ :=R;
(c) /em sinzdr, I:=TR; (d) /€2xCh3$ do, I:=TR;
(e) /lnxdx, I:=R"; (f) /arctg?)xdx, I :=TR;
() /x2 Inzde, I:=R"; (h) /x‘r’e“:3 dr, I:=R.

F18. Szamitsa ki az alabbi hatarozatlan integralokat a megadott I intervallumokon:

(a) /cos(?x +1)e* 2 dz, I:=R,

R; (c) /arcsinxd:c, I:=(-1,1);

(b) /\/%dx, I=
(d) /cos(lnx) de, I:=RT"; (e) /ln\/fdx, I:=Rt;

(f) /Cosxln(sina:) dr, I:=(0,m);

1
(2) /ﬂd:ﬂ, I:=R"; (h) /xanxdx, I:=R".
T

F19. Legyen n € N, és tegyiik fel, hogy az f,g : (a,b) — R fiiggvények n-szer
derivalhatok és ™, g™ folytonosak. Mutassa meg, hogy

/fgw) _ gD _ prgnm Ly (_1)n/f<n)g.

F20. Igazolja, hogy tetsz6leges n = 1,2, ... esetén

) 1 o n—1 e
/sm”xdmz——cosxsm" Lo+ sin" 2 dx
n n

1 . n—1
/cos”xdx: Zsinzcos" iz + cos" 2 xdx.
n n
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1.2.5. Integralas helyettesitéssel

F21. Allitsa el6 helyettesitéses integralassal a kovetkez hatarozatlan integralokat:

@ [VIZ#dr (pe (-L1) () [VIFPde (e R)
(©) /mdx @>1;  (d /mdx (< ~1):
(e) /mdx (z€R); () /mx5d:c (z € R);
(g) /\/mczx (a,b,c € R).

1.2.6. Racionalis fliggvények integralasa

F22. Szamitsa ki az alabbi hatarozatlan integralokat a megadott intervallumokon:

1 1
(a)/x_gda:, x> 3; (b)/x_3dx, x < 3;
1 2
(c) /de, I:=R; (d) /x——i_?)dx, I:=R;
22 42w+ 3 x? + 2z + 3

1 )
o, T=R, () [ dr, T=TR:
(e)/x2+x+1 © ’ ()/x2—x+5 © ’

6z 1
———dz, [ :=R; h ————=dr, [ =R,
(g)/:c2—2:c+7 “ ! <)/(1+x2)2 o

F23. Igazolja, hogy tetsz6leges n = 1,2, ... esetén

/ 1 p 1 x n 2n — 1/ 1 d
(1 + 22)ntt 2n (14 22)" 2n (1+22)"

F24. Parcialis tortekre bontassal szamitsa ki a kovetkez6 hatarozatlan integralokat
a megadott intervallumokon:

1
(a) /(.T—Q)(.CE—4) dr, I:=(2,4);

(b)/ L dr, I:=(1,400); (c)/ L de, I:=(-1,1);

1 — 22 1 — 22
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341
®© [ de T (1.3)
(h) /(x _4f;2(_12f$2)2 dz, I:=(1,+00);
Q) /ﬁd.@, [:=R;

1.2.7. Racionalis fiiggvények integralasara vezetd
helyettesitések

F25. Alkalmas helyettesitéssel vezesse vissza az alabbi integralokat racionalis fiig-
gvények integraljara:

1 1
(a)/l_i_\/_dx (> 0); (b) /de (> 0):

vz | o |
(c) 1+\/_d:1: (x > 0); (d) /mdx (x > 0);

e)/\/fdx (z < 1): (f)/ izdx(—1<x<1);
/sz_ :1:> /\/23:_ dx (z <0);
(i) /ﬁﬁdm (-1 <z <0).

F26. Alkalmas helyettesitéssel szamitsa ki az alabbi hatarozatlan integralokat gy,
hogy visszavezeti raciondalis fiiggvények integraljara:

1+sinx
- d 0<x<2m):
<a>/1_cosx v (0<a < 2m)
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@Xfiﬁﬁ—m:pw<m<m;

1+coszx

2 s

F27. Oldja meg az el6z6 feladatot ,,iigyesen” is. Alkalmazza a kovetkezs azonossa-

gokat:
I+sinz 1 sinz 1 sinz
(&) 1—cosz 1—cosx+1 —cosx 251n2§+1 —cosx’
(b) L _ N R S
1+ cosz 1+ cosx 2cos? 2’
(©) 2 _ 2cos:c‘ :2(1+2—sinx+2§osx)
1+2tgx cosz+2sinx 5 cosx + 2sinx

A végeredményeket hasonlitsa 0ssze az el6z6 feladatban kapott végeredményekkel.

F28. Szamitsa ki az alabbi hatarozatlan integralokat:

@x/ ! do (—T <o <m);

1+ sinx + cosx

@X/ ! do (m <o < %),

1+sinx +coszx

(c) /;dx (0<z<3);

3+ 5cosx

(d) 264. oldal 8. feladat.

F29. Alkalmas helyettesitéssel szamitsa ki az alabbi hatarozatlan integralokat gy,
hogy visszavezeti raciondlis fiiggvények integraljara:

(@) /629”4 4d$ (z > In2); (b)/ c” dr (z € R);

er + 2

@X/—iiii—wm($eR%

e2r | 4er + 3

Elemi fiiggvények
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2. A hatarozott integral
2.1. A hatarozott integral értelmezése
F30. Mutassa meg, hogy a Dirichlet-fliggvény nem Riemann-integralhat6 a [0, 1]
intervallumon.
F31. Adjonmegolyan f : [a,b] — R fiiggvényt, amelyik nem Riemann-integralhato6
[a,b]-n, de | f| mar Riemann-integralhato [a, b]-n.
F32. A definici6 alapjan szamitsa ki a kovetkezs hatarozott integréalokat:
2 2
1
(a) / 2dz, (b) / Lo,
1 LT
F33. Mutassa meg, hogy az f : [a,b] — R korlatos fliggvény akkor és csak akkor
Riemann-integralhat6 a kompakt [a, b] intervallumon, és az integral értéke az
I valos szam, ha az [a, b] intervallumnak van olyan felosztassorozata, ame-
lyhez tartozo also- és fels§ kozelité Osszegek sorozata konvergens, és mind-
kettének az [ szam a hatéarértéke. Jelekkel:
b ha [a, b]-nek 3 (7,) felosztassorozata, amelyre
feR[a7b] es/af:[@ IH_P S(faTn): hr_iI_l S(faTn):I
F34. Az el6z6 feladat allitasat felhasznalva igazolja, hogy
b
(a) / e“dr =e"—e* (a<b);
b ba+1 o aa+1
(b)/a x%dx = ot l (0<a<b, «o#—1 valés szam);
1
(c) / —dr=Inb—Ina (a<b).
o T
F35. Mutassa meg, hogy ha f akkor és csak akkor Riemann-integralhat6é a kom-

pakt [a, b] intervallumon és az integral értéke I, ha barmely minden hataron
tal finomodo (7,) felosztassorozat esetén

lim s,(f,7)= lirf Sn(f,m) =1.

n—-+o0o
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F36. Bizonyitsa be, hogy

+oo
_1n+1 1
Z( ) =]l—=-4+=-4+---=1n2.
n=1 n 2
F37. Lassa be, hogy az
0, hazeR\Q
fl@):==<1 haz=2ecQ\{0}(pq) =1
1, haz=0

Riemann-fiiggvény Riemann-integralhato [0, 1]-en és fol f=0.

2.2. A hatarozott integral tulajdonsagai és kiszamitasa

F38. Adjon meg olyan Riemann-integralhatoé fiiggvényt, amelyiknek nincs primitiv
fliggvénye.

F39. Mutassa meg, hogy ha f folytonos az [a, b] intervallumon és itt f > 0, akkor

/bfzo & f=0 az[a,b]-n.

F40. A Newton-Leibniz-tétel felhasznalasaval szamitsa ki az alabbi hatarozott in-

tegralokat:
b dx /6 sin(In z)
a —_— b ——=dx;
()/2 Vb +dr — 2? (b) 1 z
4 dz ! dx
. d e
(C)/3 2?2 —3r+2’ <)/0 2 +4x +5’
(e)/ e” sin x dz; (f)/ Inx dx;
0 1
5 dax In2
—_— h Vet — 1dz.
(g>/0 20 ++/3x + 1 () 0 ¢ .
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F41. Alkalmasan megvalasztott fiiggvények hatarozott integraljanak felhasznalasa-

val szamitsa ki az alabbi hatarértékeket:
n 1

(a) lim Y

n—+00 . 1n+/€

(b) lim — Z k2,

n——+o00 nlO
(¢) lim " n n
n—too \ 1 +n2 22 4 n? n? + n?
1
(d) lim ( -+ —);
n—teo \ \/ny/n + 1 \/ﬁ\/n +2 viv/n+n
1042+
(e) nEIEOO s (> 0).

F42. Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl&tlenség: Tetszdleges f, g € R|a, b

fiiggvények esetén
s i e

1
In::/(l—xQ)”dx (n=0,1,2,...)
0

x)dz

F43. Szamitsa ki az

integralokat. (Keressen [,,-re rekurzios formulat.)

F44. Bizonyitsa be, hogy ha f folytonos a [0, 1] intervallumon, akkor

/Olf(x)dx:/olf(l—x)dx

F45. Lassa be, hogy

/olxn(l—gs)mdx:/lem(l—ﬂf)"dﬂf (m,n € N).
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F46. Bizonyitsa be, hogy

B(m,n) := /0 21 —z)"dr = —' (m,n € N).

F47. Igazolja, hogy ha f :[0,1] — R egy folytonos fiiggvény, akkor
/ fu)(x —u)du = / / ft) dt

F48. Bizonyitsa be az aldbbi egyenlGtlenségeket:

x 1
——dzr < —,
0o V14 ab — 4

3 :
(b) / e " dr < 21(1 —e "), ahol r > 0 valds szam,
0 r

1 . 1
@)/'sz dr < 0,7, m)/‘V1+thfgv@,
01+ ; 5

F49. Hatarozza meg az aldbbi minimumokat:
a) min{fo1 |22 — c|dz : c € R},
(b) min { f:{%(sinx —az —b)*dzx : a.b e R}.

F50. Keresse meg azokat az a < b valdés szamokat, amelyekre az ff(Q +x—2?)dz
integral értéke maximalis.

F51. Igazolja, hogy f € DI[0,1], f' > 0 esetén

mm{Auf—q:ceR}:Awf—ng
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F52.

F53.

F54.

F55.

Keresse meg a kovetkez6 hatarértékeket:
2+h

1
(a) lim — V1+4t3dt,
h—0 h
If
(b) hm / sin
m—>3 x—3
Mutassa meg, hogy az f(z fo ?sin(t?) dt (z € R) fiiggvény derivalhato,

és szamitsa ki a derlvaltfuggvenyt

Tegyiik fel, hogy f : R — R olyan folytonos fiiggvény, amelyre

12
JISiHﬂ'ZL‘:/ f(t)dt (x € R)
0
teljesiil. Mennyi az f értéke a 4 pontban?
Bizonyitsa be a kiovetkez§ allitédsokat:
(a) Ha f monoton novekeds, akkor

I R N0
PGIE

n

(n € N).

(b) Ha f differencialhato és f’ korlatos a [0, 1] intervallumon, akkor van olyan
n-t6l fliggetlen ¢ > 0 valos szdm, amellyel az

D=3 05(3)

egyenl6tlenség minden n € N szédmra teljesiil.

<

C
n

2.3. A hatarozott integral alkalmazasai

Sikidom tertilte

Ha a korlatos f : [a,b] — R fiiggvény Riemann-integralhat6 az [a, b] intervallu-
mon és f(x) >0 (z € [a,b]), akkor az f grafikonja alatti

A={(z,y) eR?|a<2<b0<y< fla)}
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sikidom teriiletét igy értelmezziik:

b
t(A) = / f(z)dx.
Ha f <0 az [a,b] intervallumon, akkor a
B:={(r,y) eR*|a<z<b f(x) <y <0}

sikidom tertilete:

t(B) = —/ f(z)da.
Legyen

x = p(t) (telo,p
92902() a, 3

~
~
m

—

a sima elemi I' C R? gorbe egy paraméteres elGallitdsa. Tegyiik még fel azt is, hogy
1 szigorian monoton nove és ¢o(t) > 0 (t € [a, f]). Ekkor a

C:=A{(z,y) eR?* |z = p1(1),0 <y < @o(t), te[a,f]}
sikidom tertilete:

8
HC) = / oalt) g (1) dt.
Az

r=o(p), afe<p

polérkoordinatéas alakban megadott gorbe altal meghatarozott
E:={(r,y) eR* |z =rcosp,y =rsing; 0<7 < o(p),a <p< P}

szektorszerd tartomény terilete, ha g integralhato:

F56. Szamolja ki az y = z — 1 egyenletii egyenes és a az y*> = 2x + 6 egyenletd
parabola altal kozrezart sikidom teriiletét.
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F57. Hatarozza meg az y = x* és az y = 4—a? gorbék altal meghatarozott sikidom
teriiletét.
F58. Hatérozza meg az y = x* és az y = 32?2 — 2 gorbék altal meghatarozott
stkidom tertiletét.
F59. Szamitsa ki az alabbi sikbeli halmazok teriiletét:
(a) {(z,y) eR* |0 <2z <4, 0<y<4dr— 4%},
(b) {(z,y) eR* |a <z <e, 0<y<Ina},
() {(z,) €R? | H + % =1, a,b> 0},
F60. Hatarozza megaz f és a g fiiggvények grafikonja éltal hatarolt sikrész teriiletét:
(a) f(z) == VZpr (x>0, p>0), glr) =% (v¢€
R, p>0);
(b) f(z) =% (z€R), g(z):=4-22> (z€R).
F61. Szemléltesse az alabbi paraméteres alakban megadott sikbeli gorbéket:
(a) z = @1(t) :=cos®t (t € [0,2m),
y = po(t) :==sint (t € [0,27) (asztrois);
(b) & = ¢1(t) := 2cost — cos 2t (t € [0,27),
Yy = pa(t) :=2sint — sin 2t (¢t € [0,27) (kardiodid);
Szamitsa ki a gorbék altal meghatarozott stkidomok teriiletét.
F62. Szemléltesse az alabbi poldarkoordindtdikban megadott sikbeli gorbéket:

T T

(a) r = o(p) := cosp (¢ € [=5, 5] (kor);
(b) r = o(p) = 2y/cos2¢ (¢ € [-%, %] (lemniszkdta).

Szamitsa ki a gorbék altal meghatarozott sikidomok tertiletét.

Sikbeli gorbe ivhossza

Legyen I' C R? egy sima elemi gorbe és ¢ = (¢1,p2) : [, 3] — R? a T egy
paraméterezése. Ekkor a I' gorbe rektifikalhato, és I' ivhossza:

B
1) = [ VA0 + [ ar
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Legyen T" az f : [a,b] — R folytonosan differencidlhaté fiiggvény grafikonja.
Ekkor a I' gorbe rektifikalhato, és ivhossza:

Z(F):/ab\/lJr[f’(t)]th.

Ha o : o, 5] — R folytonosan differencialhato, akkor az

r=olp) (a<p<p)

polarkoordinatas alakban megadott I' gorbe rektifikdlhato és az ivhossza:

B
(T) =/ \/92(90)+ [0(9)]” de.

F63. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények grafikonjanak a hosszat:

(a) flz) =vz (1<z<2),
2

() f@)= 2@ -1 @<a <o)
© @) =ma - (<<
@ f@) =5 (1<r<2)

F64. Szamitsa ki az alabbi paraméteres alakban megadott gorbék ivhosszat:
(a) x = p1(t) := e’'sint, y = po(t) := e’ cost (t € [0,7/2);
(b) z = ¢1(t) := cos2t, y = pa(t) :=sint (t € [0,7/2).

F65. Hatarozza meg az alabbi poldrkoordindtds alakban megadott gorbék ivhosszat:
(a) 7 = o(p) :=sin’ £ (¢ € [0,37];
(b) r = olp) = (¢ € [r/2,7].

Forgastest térfogata

Legyen f : [a,b] — R folytonos fiiggvény és tegyiik fel, hogy f > 0 az [a, ]

intervallumon. Az f grafikonjanak az z-tengely koriili forgatasaval adodo

H={(r,9.2) € B a <a <b o+ 2% < f(2))
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forgastest térfogata:

F66.

V(H) := W/ab (z) dx.

Hatéarozza meg az f : [a,b] — R fiiggvény grafikonjanak az x-tengely koriili
megforgatésaval adodo forgéastest térfogatat:

(a)
(b) f(z) :==sin*z (z € [0,7]);
(c) f(z) :=xe” (x €]0,1]).

(v) :==3y/1 -2 (z € [-2,2));

f
f

Forgéstest felszine

Legyen f : [a,b] — R egy folytonosan differencialhato fliggvény és tegyiik fel,
hogy f > 0 az [a,b] intervallumon. Az f grafikonjanak az z-tengely koriili for-
gatasaval adodo

H:={(z,y,2) eER* [a<a <b, y*+2" = f(z)}

forgasfeliilet felszine:

F67.

D1.

2

F(H) := 27r/abf(x)\/1+ [f'(2)] da.

Hatéarozza meg az f : [a,b] — R fiiggvény grafikonjanak az x-tengely koriili
megforgatésaval adodo forgastest felszinét:

(a) fz) :==3y/z(3—2?) (z € 0,3]);
(b) f(z) :=sinx (x € [0,7]);
(c) f(z) ==z (x € [1,4]).

2.4. Improprius integralok

Tegyiik fel, hogy az f fliggvény Riemann-integralhato a tetszdleges (a,b) C R
intervallum (a lehet —oo és b lehet +oo is) minden kompakt [, 3] C (a,b)
részintervalluman, és legyen ¢ € (a, b) egy tetszbleges, de rogzitett pont. Az f
fiiggvényt impropriusan integralhatonak nevezziik az (a, b) intervallumon
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(vagy azt mondjuk, hogy f improprius integralja konvergens (a,b)-n),
ha léteznek és végesek az aldbbi hatarértékek:

lim /tcf(x) dx és lim /CS f(z)dx,

t—a+0 s—b—0

és f improprius integraljan ezek Osszegét értjiik:

/abf(@dm = lim [f(x)dw lim /:f(a:)dx.

t—a+0 s—b—0

T1. Ha f impropriusan integralhaté az (a,b) intervallumon, akkor az improprius

megvalasztasatol.

T2. Tegyiik fel, hogy a korlatos f fiiggvény Riemann-integralhaté a kompakt
[a,b] C R intervallumon. Ekkor f impropriusan is integralhatod (a,b)-n és
ezen az intervallumon az improprius integralja megegyezik az f fiiggvény
[a, b]-n vett Riemann-integraljaval.

F68. Vizsgalja meg az alabbi improprius integrélok konvergenciajat. Ha konver-
gens, akkor hatarozza meg az értékét:

(a) /lmxiadx (a €R), (b) /leiadx (a €R),
(0) /;oox—ladx (@ €R), (d) /_:0143;52 dr,

(e) /tﬁd@ () /111_1332 da.

F69. Dontse el, hogy az alabbi improprius integralok koziil melyek a konvergensek.
A konvergensek esetén szamolja ki az integral értékeét.

0 [e'S)
(a) / xe® dr, (b) / 2% d,
1 ]
(c) / Inz,dz, (d) / e dz,
0 1 T

(e) /Oll%fdx, (0 /:Omlipxdx (p € R).
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T3. Az Osszehasonlité kritérium: Legyen (a,b) C R (ahol lehet a = —oc0
és lehet b = +00), és tegyiik fel, hogy f is és g is Riemann-integralhato
(a,b)-nek minden kompakt részintervallumén, tovabba

0< f(x) < g(x) (z € (a,b)).

Ha az fab g(x) dz improprius integral konvergens, akkor az f; f(z) dzx impro-
prius integral is konvergens (majoranskritérium).
Ha az fab f(x) dr improprius integréal divergens, akkor az fab g(x) dx impro-
prius integral is divergens ( minoranskritérium).

F70. Dontse el, hogy az alabbi improprius integralok konvergensek-e:

1 —+o00
() / dx (b) / dx
o VT +2yYT+ 2% 1 204+ Va4 145

T cog? x +oo 1
c dr. d o
<>/1 s W [ ==

1 g—z oo x
dx, f - dx.
<e>/0 " 0 [ =

b
D2.  Akkor mondjuk, hogy az [ f(z)dx improprius integral abszolat konver-

b
gens, ha az [ |f(z)|dx improprius integral konvergens.

b
T4. Ha az [ f(z)dz improprius integral abszolut konvergens, akkor konvergens

1S.

F71. Mutassa meg, hogy az alabbi improprius integralok konvergensek:

1 +oo L3
cos T sin x
d b d.
@ [ L o) [
F72. Bizonyitsa be, hogy

+oo 1 +o0

(a) / T g konvergens,  (b) /

1 1

X

sin x

dx divergens.
x
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T5.

F73.

F74.

F75.

Tegyiik fel, hogy az f : [1, +00) — Ry fiiggvény folytonos, monoton csékkend.
Mutassa meg, hogy a > f(n) szamsor konvergens vagy divergens aszerint,
n=1
+00
hogy az [ f(z)dx improprius integral konvergens vagy divergens.
1

A tétel érvényben marad abban az esetben is, amikor f a fenti tulajdon-

sagokkal a [k, 4o00) intervallumon (kK € N) rendelkezik. Ebben az esetben
+oo

+oo
> f(n), illetve [ f(x)dx helyébe Y- f(n), illetve [ f(z)dx értends.
n=1 1 n=~k k

Az el6z6 tétel felhasznalasaval vizsgalja meg konvergencia szempontjabol az
alabbi szdmsorokat:

()Y - (@ eR) )Y

n=1 n=2

+oo 9
/ e " dx
— 00

improprius integral konvergens. Késébb majd meg fogjuk mutatni azt, hogy

Mutassa meg, hogy az

+00 9
/ e " dx = /7.

e}

a) Bizonyitsa be, hogy minden z > 0 valés szamra az oo pe—lo—t gy impro-
0
prius integral konvergens. A

+oo
[(x) = / t" et dt (z € RY)
0

fliggvényt gammafiiggvénynek nevezziik.

(b) Igazolja, hogy
(i) D(x + 1) =2al(z) (z € RY),
(ii) han =1,2,3,..., akkor I'(n + 1) = nl.
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2.5. Kiegészitések a differenciadlszamitashoz és az
integralszamitashoz
F76. A binomiilis sor. Tetsz6leges o € R esetén az
a ala—1)-(a—k+1)
= k=0,1,2,...
<k) k! ( L2
binomadlis egyiitthatokkal képzett
(i)
k=0
hatvanysor (ezt nevezziik binomialis sornak) minden |z| < 1 esetén kon-
vergens, és az Osszegfiiggvénye az (14 2)* (z € (—1,1)) fliggvény:
+00 o
Z(k)xk:(l—i-x)a (z € (-1,1)).
k=0
F77. A Wallis-formula:
.27 42 (2n)? 1 T
hm e e .. . = —.
n—too 12 32 2n—12 2n+1 2
F78. A Stirling-formula:
|
lim — " 1,
n—+00 (%) 2mn
azaz n! kozelitésére az alabbi formula érvényes:
n n
n! ~ 27m(—> ., han— +oo.
e
F79. Mutassa meg, hogy 7 irraciondlis szam.
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1. Primitiv fliggvények
(hatarozatlan integralok)

1.1. A definicidok egyszerii kovetkezményei
M1. (a) /l dz =In(z) +c (z € (0,400));

(b) / dr =In(—z)+c (z € (—00,0));

(c)/_2 de = —ctgx +¢;
sin®

1
(d) /1+x2 dx = arctgx + c.
M2. (a) /Cosa:dx:sinx—i—cés sin%w—i—c:() — C:_\/Tﬁ;

/ . V2
coszdr =sinx — B

=T

W

3
xr2

(b) /%dngz +c.
M3, (a) f(z) = 2f /2\/_dx:f(m):\/§+césf(4):1:>
Vitc=1e2+c=1ec=—1,aaz f(z)=Vr—1

(b) f(z) = 1i :>/1j_xdx—f(x)—1n(1+x)+césf(O)—2:>
m(0+1)+c=20+c=2<c=2,azaz f(r)=ln(x+1)+2,

(c) f"(x) = :>/xdx—f’():$—2+clesf()—2:>;+cl—2<:>
c1 =2 és f'(x) :—+2:>/ +2)dr = f(x) =
%+2.€+0268f():—3:>€+2 O0+co=-3cy=—-3¢s
f(x):x—+2x—3.

6
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d) f(z) = % = /% de = f'(x) = _é e s f1(2)=0 =
1

1 1 1 1 1
—§+01:O & clzéésf'(x):—g%—é = /(—;—Fé)dx:
1 1
f(x)z—lnx—i-g—i-Cg és f(1) =0 = —ln1+§—|—02:0 = 02:_5
r 1
. _ z_1
és f(x) na:—|—2 5

(e) f"(x) :36x+5SiHZL‘$/(36x+5SiHI) de = f'(z) =
=3e” —bHcosz+c; €5 f/(0)=2=3e"—5cos0+¢; =2 &
c1=4¢s f'(x) =3e* —5cosz+4 = /(Sex—5cosx+4)dx:f(x) =
=3e” —5sinx+4x+ ¢y és f(0) =1 = 3" —5sin0+4- 0+ =1
o =—2 ¢€s f(x) =3e” —bsinz + 4o — 2.

() f"(x) =sinz = /sinxdxzf”(x) =—cosx+c és f'(0)=1=
—cosO0+c;=0<c=1¢6s f"(x) = —cosz+1 :>/(1—cosx)dx:
=fl(z)=x—sinz+c és f'(0)=1=0—sin0+c=1<&
=1 és f'(x) ::L‘—Sinx+1:>/(m—sinx—l—l)dx:f(x) =
%2+COSZE+:L'+0326’S]C(O):1:>%+COSO+O+03:1<:>

c3=0 ésf(a:)z%—i—cosx—i—x.

1.2. Primitiv fliggvények meghatarozasara vonatkozo6
modszerek

1.2.1. Alapintegralok
M6. (a) /(Gx2 — 8z +3) dz =22% — 42 + 3z + ¢,

(b) /(ﬁ+%)dx N

15

(c) /\/x\/mda::/x;dx =25+

8
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Njw

12
(d) /de—/xg—l—%éjoédx— %xg—ir%a: + 222 + ¢,

e 2x—|— dm = /xd:zH—E)/ dx = x*+5arcsinz+c.
of .
1.2.2. Alaplntegralokra vezetd tipusok

o | fTI alaku integralok
M7. Az fTI fiiggvény egy primitiv fliggvénye In f, mert (1n f)/ = fTI Mivel fTI

intervallumon értelmezett, ezért minden primitiv fliggvénye In f-t6l egy kons-
tansban kiilonbozik.

MS.

2 1
/xzigdx :§ln(x2+3)+c,

_ 1 2% — 6 1
b) [— 272 4 _ T TD e = Sln(a? — 6a + 27
( )/x2—6a:+27 v 2/x2—6x+27 = 5 In(z* — 62 +27),

(c) /tga:dx :/smx dx:—/_smxda:: —In(cosz) + ¢,

COS ™ COS T

(d)/ - 1/ - L (e + 5) +
r == r = —In(e c
e + 5 3) ¢ 15 3

1
(e )/xlnx _/lnxdx =In(—Inz)+c,

f =1Inl .
()/xlnx lnx nin(z) + ¢
e [ f*. f" alakt integralok
M9. MT7-hez hasonléan.
1 1(2 3 4 2005
M10. (a) / #2207 + ) do = / a2t 4yt = LBT LT
, 1 (623 +4)2
(b) / 2623 + 4dx = E 1822(62° + 4)2 dx = TSM +c,

—_

(c) /ewu—ew)sdx,:—/(—ez)(l—ew)3da:_ d=e) . V.
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-4
(d) /sin3xcosxda: = /sin3x(cosa:) de = =2 +c,

4
16
In° / lnxdm-nx—i-c,
6
3 3
arsh z 1 1 arsh?2x 2arshzx
f —d = herdr = —— — ’
()/”1+x2 x, mars xdx 3 +c 3 +c
433—1-7 / 5
dr = dr +7)- (222 + T +5)"1dx =
(g)/\/2x2+7x+5 ( ) )
+ ¢,
\/2x2+7x+5

1 1 3 —2
h dr = | —— - (tgz) 2dx = +c.
() cos? x4/ (tgx)? cos? x (tg) Vigx
e [ f(ax +b)dz alaka integralok

M11. M7-hez hasonloan.

2¢ — 3)(10+) (22 — 3)1
M12. (a) /(21’ 3)dx 2 10 +1) +c 5 +c,
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+c,

(e) /\/2%3:& du = %/md;p = %-\/garcsin(\/gx)

(f)/m f/\/i \/jarch(\/;x)Jrc.

1
M13. = dr=Z ———  dr=
(a)/2x2 12z + 23 2/x2—6x+3 v 2/(x—3) +g v

1 2 1 1 1
:E'S/de:5/[\/g(x_3)]2+1dm:
:%-\/garctg (\/g(x—3))+c,

1 1
O [~/ to= [ e =
322 4+ 12z + 16 3(x? + 4z) + 16 3(:15 +2)2+4

1 1
dx = arctg (Lx + \/§)— + ¢,

i 3+ 2R +1 23

dx =
()/\/3x2+12x+30 /\/393+2 + 18
1

T B

ZE—|—2 +1

() /W“:/md‘”:

.

a:—l)}Z

e [f(9(x))¢ (z)dx alaki integralok

M14. M7-hez hasonloan.

cos &2

¢,

M15. (a) /xsinxde:%/Qx sinx? dr = —
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(b) /%dsz/ﬁShﬁdmz?Chﬁ—i—c,

(c) /(6x +2)sin(32? 4+ 22 — 1) dz = — cos(3x? + 2z — 1) + ¢,
1 1 1
_— = e — — l
(d) /x(l P dx /x N dx = arctg(lnz) + ¢,

1 1
dxr = arsh(t
(e) /COSQZE v x = arsh(tgz) + ¢,

n [y L ptwr gy — ot
— 8T Jp — ot8T |
( )/008295 o /coszxe et

1.2.3. Integralas ,iigyesen”

2 2+1-1 1
M16. (a)/ ’ 1dx :/%dm’:/(l— )dx:x—arctg(x)—l—c,

2 + T 14 22

2+ 3 20 — 447 7
(b)/x—de_/—w—Q dx—/<2+x_2>d93—
:/Zda:+7/

1
x_2dm:2x+7ln(x—2)+c,

(c)/xd—/ 1 _1/ 1 1 tx2+
e T = x4+($2)2—4 x1+i(x2)2—4arcg2 C,
(d) /:c3\3/1+x2dx:/[x(1+a:2)—x]\3/1+a:2da::
1 1 4
=/:r(1+:v2)”3 dﬂ?—/zx3/1+:x2d:v:5/2x(1+x2)3das—

1 T(1+22)5  1(1+22)3
- = Qm\3/1—|—x2da::—( +a:)3__( +$)3—|—c,
2 2 I 2 1
(e) /tgwd:v:/smxdx:—/_Slnxdx:—lncosx+c,
cos T CoS T
in? 1 — cos? 1
(f)/tg%dx:/smxdxz/—cos:Cdx:/( —1>dx:
cos? x cos? x cos? x
=tgxr —x+c,

(g)/SiHQ:pd:ﬁ:/ﬂdm: —dx — o8 xdxzz_sm x+c,
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(h) /cos3xdx:/cosa:-(cos2a:) dx = /cosx-(l—sin2x) dx

3
:/cos:ndx—/cosx-sinQ:vdx:sinx—

sin®
sin(a + B) + sin(a — ) . .
azonossag alapjan

¢,

(i) asina-cosf = 5
sin3x - cos Tx dx = sin 102 +281n(—4x) dr =

_ /sm Oz . sin(4x) de — 5 /sinledI— 3 /sin4xd$ =

1 cosl0z 1 cosdx

2 10 2 4
cos(e + ) + cos(ar — f) azonossagot alkalmazzuk:

¢,

(j) most a cosa-cosff = 5
1
/cosgcosgda: = 5/[(}05(; + :;) + COS(% - g)] do =

(k) /\/1 — sin 2z dx = /\/1 — 2sinzcosx dr =

:/\/0052x+sin2x—ZSinxcosxdx:/\/(sinx—cosx)de:

x
——-sin—x+38in6+c,

i cosrz —sinr, ha0<z <7
= |smx—cosx‘ dx = ) ;
sinz —cosr, haj<x<n

ha0 <z < 7%

(@) sinz + cos x,
az f(x) :=
—cosx—sinx—i—?ﬂ, ha%ﬁxﬁw

fiiggvény egy primitiv fiiggvény.
2

cos“T — 5
dx =

()/cos Jc—5 _/
1+ cos2z ) cos2z +sin?z + cos?x — sin? x
/cos x—5d /1 costd 5/ 1 p x 5t N
——dx = [ —- r——- r=——= xr+c,
2 cos?zx 2 cos? x 2 2 &

2cos?x
(m) [

[\

1 1 1
sin x 2sin 5 cos 3 sz cos2 Z
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1.2.4. Parcialis integralas

(b) /:p2 sin 3z dx =

— 3
f(l'):,jLQ:}f/(x):Zx’ g/<x)281n3x:>g($):$
3 2
= —IQCOSS < + g/xcosi’)xdx =
in 3
(f(x) = r —= f/<l') = 17 g/(;[) = cos 3r — g(m) — sm3 .27)
_ _xQCoS?)x +2[xsin3x _ 1/1Sin3xdx} _
3 3 3 3
—$2C083$+2 i3 +20033x
= —zrsin3z + — C.
3 9 3

(c) [e*sinzdr =
(f(x) =" = fl(x)=¢", ¢'(v)=sinr= g(x)= —cosx)
= —e®cosx + /e“ cosrdr =
(f(x) =" = f'(x)=¢€", ¢'(v)=cosz= g(z)= sin:z:)
= —e”cosx + e’sinx — / e” sin x dx; rendezés utan kapjuk, hogy

oo —e®cosx +efsinx
esinxdx = 5 + c.

(d) / e?*ch 3z dx parcilis integralassal is meghatarozhato, de egyszertibb

a kovetkezd:

3x —3x bx —x
+e e e
2%k — 20 & TE — P E —
/e ch3x dx /e 5 dx /(2 + 2)(135

65:1: et

Tl 2

)
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(e) /lnxda::/l-lnxdx:

(g’(x) =1,9(z) =x; f(x) =z, f'(z)= i)

1
:xlnx—/:z:—dac:xlnx—x—l—c;
x

(f) [arctg3zxdr = [1-arctg3xdr =
Jriic- | |
(@) =1, gle) =, f(z) =arctg3a, f(z) = )

1+ (3z)2
o3 / 3z d o3 1/ 18z
= xarc xr — —ZE:.Q?'&I'C xr — = xr =
& 1+ (31)2 876 1+ 922

= zarctg 3z — ¢ In(1 + 922) +

(2) /xQInxdx:

( oe) = 55 f(x) =Ina, ['(x) = 1)
lnx— ——dx— —lnx—%g—Fc

(h) /x dr = /e 3% x3dx
3

(1) = '32%, gla) = f(2) = 2%, f(x) = 32%)

1 1 1
= g/e 32?2 2¥dx = g(eg”gx‘3 — /em33x2 dr) = ge“”g(gc‘3 -1)+ec

M18. (a) /008(2:6 + 1) 2 dr =

sin(2z + 1))

(Fl@) =542, @) =364 g'(a) = cos(20 + 1), g(a) = “—

32 gin(2r +1) 3

— 5 - 5/63”2 sin(2z 4+ 1) dr =

(@) = 2, f(a) =362 g'(2) = sin(2e + 1), gla) =
,sin(2x +1) 3 [ e3* 2 cos(2x + 1) / 363“2 cos(2x + 1)
2 2

in(2 1 3 9
_ 63x+2%2—+—) + 463:v+2 cos(2x + 1) 4/ 312 cos(2z + 1) d,

_cos(2z + 1))

— eBz—i—

dx} =
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rendezés utan azt kapjuk, hogy
2 3z+2 3 2 1 3 3z+2 9 1
/008(290 +1)e* 2 dx = T sin(2n 4 ); o~ coslior ) + ¢

(b) 2z*==x(z*+4—4),

(c) /arcsinxdx = /1 -arcsinx dr =
/ = 1 == : = 1 / =
(06 =1 gt0) =5 0) = ancsin, /) = )
1
= rarcsinz — /\/1%362 dx = v arcsinx + 5/(—29@)(1 — %) "2 dr =

— zarcsing + (1 — 22)2 +¢;
(d) /cos(lnx) dr = /cos(lnx)ixdac =
(g/(:v) = cos(In $)é, g(x) =sin(Inzx); f(x) ==z, f'(x)= 1)
=zsin(lnx) — /sin(ln z)dr = zsin(lnz) + /— sin(In :L‘)% rdr =

(g’(:v) = —sin(In :)3)1, g(x) =cos(Inx); f(z)==x, f'(z)= 1)

8

= zsin(lnz) + z cos(lnz) — /cos(ln x)dr =

z(sin(Inz) + cos(Inz))

/ cos(Inz) dz — ) Ty
@ [mvide= [ty =3 [wede = Jemeryte  (F17/e)

(f) /cosxln(sinx) dr =

(g’(x) =cosz, g(x) =sinz; f(r)=In(sinz), f'(z) =

COSiC)

sin x
: : . cosw
=sinzx In(sinz) — [ sinz —

sin x
=sinx In(sinx) —sinz + ¢;

dx = sinz In(sin x) /Cosxdx—

2

Inz 1 In"x
—dr= [ Inz—dz = ;
(g) / T = /nxaz x 5 + ¢
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(h) /manmdm:

2 2 2 1 2 2 2
:x—lnzx—(:n—lnx—/%gdx):%ln2x—%lnx+%+c.

1.2.5. Integralas helyettesitéssel

M21. Az elkdvetkezo feladatok megoldasdhoz az alabbi Osszefiiggés nyujt segitséget:

[t@de= [ramgway,

Itt f egy I intervallumon adott (pl. folytonos) fliggvény, g : J — I pedig egy
szigortian monoton (névekedd vagy csokkend) differencialhato fiiggvény a J
intervallumon. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az x = g(t) helyettesitést alkal-
mazzuk. (Figyeljink majd a g helyettesits fiiggvény szigort monotonitasanak
az ellendrzésére!)

(a) Most az = = sint =: g(t) helyettesitést alkalmazzuk. Mivel —1 <
xr <1, ezért, ha g-t a (—%, g) intervallumon tekintjiik, akkor itt g szigortian
monoton novekedd, ezért a fenti képlet alkalmazhato:

/\/1—xde:/\/l—siHthostdt‘ . Z/COS2t =
t=arcsinx ‘ t=arcsinx

t sin2t arcinz  sin(arcsin x) cos(arcsin x)
— (— — ) _ ) +c= — +c =
2 4 ‘t—arcsmm 2 2
arcsinx  xv1—2?
2 2
(b) Ttt az

x=sht==g(t) (t€R); g 1, ¢'(t) =cht (t €R)

helyetesitést alkalmazzuk:
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/\/1 +22dx = /\/1 +sh2tchtdt|t:m L= /\/ChgtChtdt‘t:arshx =

B ch2t+1 sh2t t chtsht t B

B 2 ‘t:arsh T ( | =arsh J: ( 2 T §> ‘t:arsh x o
zch (arsh z arsh z \/ 1422 arshx

— (2 >+ S te==" 5 TG

(c) Az / Va2 —1dx (z > 1) integral kiszamitdsahoz alkalmazza az r =
cht =: g(t) (t > 0) helyettesitést.

(f) Alkalmazhatjuk az x = shz =: g(t) (¢t € R) helyettesitést.
A feladatot megoldhatjuk az 2° = z - 2* = z[(2® + 1)* — 2(z* + 1) + 1]

azonossag felhasznalasaval is. W

1.2.6. Racionalis fiiggvények integralasa

M22. —3)+¢, haz e (3,+00),

=In(3—1z)+¢, hax € (—,3),
rz+1 1 2r+ 2 1
—————dr=-1In 2
()/I2+2x+3 2/x2+2x+3 =5 In(e®+20+3) +

()/2x+3d_/ 242 1 o
2 +22+3 v 2 +2x+3  2+2x+3 v

= In(z? +2x—|—3)+/

dr = In(z? 4+ 2z + 3) +

(z+1)2+2
—i—l/ ! dr = In(2? + 2z + 3) + L arctg(% + =) + ¢
2) [+ DP+1 2 vz ooVl
Y0 ) TR Iy S
2 +x+1 (x+35)2+7 3 [\/gi(ﬁé)]ﬁq
2V/3

t 2 (+1) +

= — I' —_ p—

3 acg\/g T 5 c,
T+5 1 2x + 10

f dp = — . =2 g

()/x2—x+5dx 2 /xQ—x+5dx

1 20 —1 1 1
= [/ ———=d 11- [ ———dz] == -[In(2? — 5
2 [/x2—$+5 T /xQ—a:+5 d 2 [In (#* — 2 +5) +
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1 1
2 4

4 1 1
11 dz] = = -In (2% —
19 /[L(m_l)]2+1 ] 5 n(z?—x+5) +

2
11-+/19
LT arctan[—2= - (z — 3)] + ¢,

E

()/ 6x dr — 3 /2:B—2—|—2 / 20 — 2 v
& 2 —204+7 2 —2x+7 m2—2x+7
1 2

2- | —————dx| =3-]1 —2x+7) 4+ = dr =
2 e ™ (e =22+ 6/%33—1 1
=3 -In(z2—22+7) + V6- arctan[\/ig (x—=1)] + c.

M23.

M24.

(a) Az integrandus felbontasa ,kis probalkozéassal” is meghatarozhato

(a:—2)1(a:—4) (:.”x”—'2'”x”—'4) :_% (xiQ_ 1 >

r—4

de a ,,biztos modszert” is alkalmazhatjuk: az

1 A N B Alx—4)+B(x—-2)
(x—2)(z—4) 2-2 x—-4  (z-2)(x—4)
(A4 B)r — (4A+2B)
B (x —2)(x —4)

alapjan A + B = 0, —(4A + 2B)

= 1 adodik, amibsl A = —
kovetkezik. BEzért

B =

1 1
27 2

1 1 [ 1 1 [ 1
dy = —= dz + = dz =
/(:I:—2)(a:—4) v 2/x—2 x+2/x—4 v
1
:—iln(x—2)+§ln(4—:r;)+c, ha 2 <z <4

(e) Az integrandus igy bonthato fel:

1 B r+...) 1
w(z2+4) \ x 2+4 ) 4

43
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Ezt a felbontast a ,,biztos mddszeriinkkel” igy hatarozhatjuk meg: az

1 A Bx+C  A@*+4)+x(Bx+C)
x(m2+4)_;+ 224+4 z(x? +4) B
_ (A+B)2* +Cx +4A

x(x? 4+ 4)

alapjan A+ B=0,C =0,4A =1, azaz A = %, B = _Zi' Ezért

1 1 (1 1 [ 2
— dr=- | Sde—- dz =
/x(x2+4) v 4/:c v 8/x2—|—4x

1 1
:Zlnx—gln(:v2+4)—l—6, ha z > 0.

(h) Az integrandus felbontésa:

4.T2 — 8x B Al 4 Ag Bll' + 01 BQQZ’ + 02
(x—12(1+22)2 o—-1 (z—1)2 1 4 22 (1+22)?"

Ko6z6s nevezére hozéas, majd a szamlaloban a valtozo egylitthatoinak Ossze-
hasonlitasa utan egy 6 ismeretlenes egyenletrendszert kapunk az A;, B;, C;
ismeretlenekre.

A széban forgd felbontast azonban igy is meghatarozhatjuk:

4% — 8z B 4 2

(z = 1)2(1 + 22)? O+w%2_{@—1ﬂl+ﬁﬂ -

4 1 z+1)\°
(1 + 2?2)2 r—1 1+22)
4 (z+1) 1 2(x+1)

01222 (142 @—17 @-D(l+2)

B 4 2+ 2x 41 1 1 x B
T (1 +a2)? (14 22)? _(x—1)2+2<x—1_1+x2)_
2 1 241 204

Tr—1 (z—12 1422 (1+22)%

Az egyes tagok primitiv fliggvényei innen mar a ,,szokasos” moédon hatéaroz-
hatok meg.
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(i) Elsszor a nevezot kell felbontani tovabb mar nem bonthato6 valés tényezsk
szorzatara. A felbontésban els6foku tényezdk nyilvan nem lesznek (az 1 +
x' = 0 egyenletnek ui. nincs valos gyoke), ezért 1+x? Ssszeget két masodfokt
tényezd szorzatara kell felbontanunk. Ezt némi  iigyeskedéssel” igy tehetjiik
meg:
l+at=1+207+2* 202 = (2 +1)* - (\/53:‘)2:
= (2 = V2z +1)(2* + V22 +1).

Igy

1 Ar+B Cx+ D

= —+ ,
L+a* 22—V22+4+1 22+V22+1

amibdl a ,,szokasos” modszerrel

adodik. Ezért

—dr = — dx +
1+ 2t \/_ \/_a:+1 2\/_ 22 +22 +1

/ 1 1 x—\/_ x+2

2\/_/ \/_x+1 2\/_/ j;:j\/\/::c+1 e

4¢§ In(e® ~ Var+1) + 2/2x2—2\/_x+2

1 1 1
+—lnx2+\/§x+1 +—/ dx =
42 ( ) 2 ) 222+ 221 +2

1 . 224+V2z+1
= In +
41/2 22 —\2x+1

1 1 1 1
+- dr + += / dx:
2/(\/§x—1)2+1 (V2r +1)2 +
1 1nx2+\/§x+1
4/2 22 —V2x+1

dx+

+ <arctg (V2 — 1) 4 arctg (V2x + 1)) +c N

1
22
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1.2.7. Racionalis fiiggvények integralasara vezetd
helyettesitések

1 1
M25. (b) /m“:/m‘“:

(#= 9/ 0 =10 = (1) (> 0); ¢()) =068 (t>0), g 1)
tS

1
:/—6t5dt :6/—dt =
I R Y A

B+1)—1 1
:G/Ldt :6/(t2—t+1——)dt =
t+1 ‘t:% t+1 |t:%

3 2
- (6%—6%+6t—61n(1+t)+c)|t_%:

= 61 — 3Yx + 2/ — 61n(1 + ¥/z) + ¢
4 2
14 Va3 1+ (V)
(t =V e =tt=1g(t) (t>0); ¢t)=4 (t>0); g T)
t2 tS 1_].
:/ 4¢3 dt :4/+—t2dt =
1+6 " |eys t3+1 ==
1 t*
:4/(1— )t dt :4/<t2— )dt -
31 |t:\4/5 341 ‘t:%
34 [ 3t?
:4___/_dt :(§t3_§1n(t3+1)+c)|t: =

3 3 t3+1 }t:%

44 4
Z—\/F—gln(\/ﬁ—i—l)—i-c

3
2 —
x T

helyettesités racionalis tortfiiggvény integraldsara vezet. Ha x > %, akkor
nyilvan 0 < ¢ < v/2, ami azt jelenti, hogy az

(g) Tudjuk, hogy a

=g(t)  (t€(0,v2)
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helyettesits fiiggvényt alkalmazzuk. Mivel

J(t) = (25)—;)2 S0 (te (0,v2)),

ezért g szigortian monoton novekedd, igy a hatarozatlan integralokra vonatkozo
mésodik helyettesitési szabalyunk valoban alkalmazhato:

/1 /2x—3dx_/2—t2 ; 6t &t
T x B 3 (2 —t2)? =/
Mivel

(55 v atma= [ima= [ (2 )

2+t
)dt:—2t+\/§ln\/_+ +c,
V2 —t

:_2t+2;\‘>§/(\/§1—t+ﬁl+t

ezért

1 2z — 2r — V2 V2x — 3
/—\/ i 3dx:—2\/ ’ 3+\/§1n rrver 3+c (x>=). B
x x x V2r — 21 — 3 2
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2. A hatarozott integral
2.1. A hatarozott integral értelmezése
Ma3o0. ...
M31. Legyen f(z) =1,hax € [a,b)NQ és f(z) = —1,hax € [a, 0] NQ*. A
M32. A feladat (a) részében tekintse az [1,2] intervallum egyenletes felosztésait.

A (b) részben minden n € N esetén vegye az [1,2] intervallumnak azt a
felosztasat, amelyet az ({75)2 (¢=0,1,2,...,n) pontok hataroznak meg.

(b) megolddsa: Legyen f(z) := % (z € [1,2]), ¢ := /2, és tekintsiik az [1, 2]
intervallum '
Tn=Az;:=q¢ |i=0,1,...,n}

felosztésat. Az ehhez tartozo alsé kozelits Gsszeg:
— 1

s(f, ™) = Zf(%’)(xi —Ti1) = Z = (0" —q¢7") =

i=1 q

n—l 7
qg—1 1 11 1 1 1
= g -] ==-=— — —, ha n— 4o0.
¢ 1_0<q> 2. ¢ 2 {2 2

S(f? Tn) - Z f(xi71>(mz ,flj‘l*l) - Z qu_Q (ql - ql 1) =
i=1 =1
SNSRI 1, 1
—(q—1)221<5) =54=3 \/§—>§, ha n — 400
Mivel
S = dim s(77) S L) ST < Tim S(F7) =5

ezért I.(f) =I"(f) = % Az f fiiggvény tehat integralhato az [1,2] interval-
lumon, és ff f==. 1

1
3
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M33.

M34.

[=]Ha f € Rla,b] és f;f = I, akkor I.(f) = I"(f) = I, ezért minden n € N
szamhoz létezik [a, b]-nek olyan 7, felosztasa, amelyre

I—5 <s(f,m) SL(N)=T(f) < S(f,m) < T+
A (7,) felosztassorozatra tehat HETOOS( fimn) = nl_lgloo S(f, ) = I teljestl.
Ha [a, b]-nek van olyan (7,,) felosztéssorozata, amelyre
lim s(f,7,)= nEl}rloo S(f,m) =1

n—-+o00

teljesiil, akkor az
I'= lim s(f,7,) <L(f)<I*'(f) < lim S(f,7,) =1

n—-+o00 n—-+o00

egyenl6tlenségekbdl kovetkezik, hogy I.(f) = I*(f) = I, azaz f Riemann-
integralhat6 az [a, b] intervallumon és ff f=1.n
A feladat (a) részében tekintse az [a, b] intervallum egyenletes felosztasait. A

(b) és (c) részben minden n € N esetén vegye az [a, b] intervallumnak azt a

felosztasat, amelyet az ({ %)Z (1=0,1,2,...,n) pontok hataroznak meg.

(c) megolddsa: Legyen f(z) =1 (z € [a,b]), ¢ :== VE, és tekintsiik az [a, b]
intervallum

Tn={z;:=q¢ |i=0,1,...,n}
felosztésat. Az ehhez tartozo alsé kozelits Gsszeg:

n

s(f,mn) = Zf(xz)(xz_xz—l) = Z%(ql —qifl) = n(l — 1) = n(l - %)

i 4 q

A sorozat hatarértékének a meghatarozasihoz vegyiik észre, hogy

()

a
n(1-if3) = ——,

és ennek hatarértéke a g(z) := (%)z (x € R) exponencialis fiiggvény 0 pont-

beli derivaltjaval hozhato kapcsolatba. Mivel g € D{0} és ¢'(0) = In ¢, ezért

lim s(f,7,) = lim n(l-— ﬁ) :_g/(o):—ln%zlné.

n—-+oo n—-+4oo a
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M35.
Ma36.

M37.

A 7, felosztashoz tartozo fels6 kozelits Osszeg:

n

S00,70 = Yo M) o) = 30 a0 = nta) = 21)

i—1
=1 q

Mivel a h(z) : (S)x (z € R) fiiggvény derivélhato, és h'(0) = In 2, ezért

b\1/n

: : a (- b

1 S(f,m) =1 1—¢/=)=1 -2 =h(0)=1In-.
n—lg-loo (f’ T ) n—lEEOO TL( \/;) TL—1>I-EOO l/n ( ) . a

Azt kaptuk tehat, hogy az [a, b] intervallumnak van olyan felosztéssorozata, a-

melyhez tartozo also- és fels6 kozelits osszegek sorozata ugyanahhoz a szamhoz

tart. Alkalmazzuk most az el6z6 feladat allitasat. W

A sor Leibniz-tipust sor, tehat konvergens. Itt a hangsily az 6sszeg meghatéarozasan
van. Ehhez tekintse a kovetkezs ,,cseles” atalakitasokat:

. 1+1 1+ N 1 1
2 3 4 on—1 2n

—<1+1+ +1> 2(1+1+ +1)—
a 2 omn 2 4 on)

—<1+1+ +1) (1+1+ +1>—

N 2 om 2 n/

! 1 1_1< L SR 1>
1+1 142 142/

n+1+n+2+' +2n_ﬁ

Ez utobbi az 2 (z € RY) fiiggvénynek az [1, 2] intervallum n egyenl6 részre
valo felosztasaval vett also kozelits osszege. Az F34. feladat (c) része alapjan
ez a fiiggvény integralhato, és ff%dm = In2. Az el6z6 feladat allitasat
felhasznalva kapjuk a bizonyitandé egyenlGséget. Ml

Mivel minden intervallumban van irracionalis szam és igy olyan, ahol f értéke
0, ezért a [0,1] intervallum tetszéleges 7 felosztasa esetén s(f,7) = 0, tehat
L(f) =sup{s(f,7) | 7 € F([a,b])} = 0. Azt kell megmutatni, hogy

I*(f) = mf{S(f,7) | 7 € F([a,0])} = 0

is igaz. I*(f) = 0 azt jelenti, hogy
Ve > 0-hoz 37 € F([0,1]) : S(f,7) <e.
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Adott € > 0 szamhoz egy ilyen 7 felosztast a kévetkezdképpen adhatunk
meg. Vegyiink egy olyan n € N szamot, amelyre % < ¢ teljesiil. Vegytik
észre, hogy a fiiggvény ——nél nagyobb értéket n2-nél kevesebb helyen veszi
fel. (Ugyanls ha f(z) > =, akkor z = Lés g < nkell, hogy legyen, marpedig
minden g < n-hez n-nél kevesebb P van amelyre 0 < £ b<lés (p,q) =1.)

Ezért tekintsiik [0, 1]-nek az n® egyenls részre valo T, felosztasat. Mutassa

meg, hogy S(f,7,) < 2. W

2.2. A hatarozott integral tulajdonsagai és kiszamitasa

Ma38.
M39. ...
. T —2
M40. (a) —— / dx = arcsin +c,
\/5—1-41’—3:2 V9 — (x—2)2

r—2

. 5 . . ™
T = [arcsm }2 —arcsin 1 — arcsin() = —

1
/—d
9 Vb+4dx — a2

sin(In x) ¢ sin(In )

(b) dr = —cos(Inz) + ¢, / dx =1 —cos 1.
1

T T

(g) Elsszor az integrandus primitiv fliggvényeit hatarozzuk meg. Alkalmaz-
zuk a

=V3r+1, 0<z<5 1<t<4

helyettesitést, azaz tekintsiik az

helyettesits fiiggvényt. A ¢ fiiggvény szigortian monoton noévekeds az [1, 4]
intervallumon, derivalhat6 és ¢'(t) = 2t (t € [1,4]), ezért a hatarozatlan
integralokra vonatkoz6 masodik helyettesitési szabalyt alkalmazhatjuk:

2
/2x+\/3x+ / 2—1)+t 3 ‘t:m'
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Mivel

/; gtdt—/Ldt—/ 2t dt =
2e2—-1)+t 3 Jew+3t—2 ) 2—-1)(t+2)

_/[thl""th}dt_..._

2 1 4 1 1 4
=- | ——dt+- | —=dt=—-In(2t —1) + - In(t +2
/ +5/t+2 5n( )—|—5n(—l— )+ C,

5 2t — 1
ezért
dx 1 4
— dr=-In(2v3z+1—-1)+-In(v/3z+1+2) +C.
/2x+\/3x+1 = g n(2v3 ) +gIn(V3z )

A Newton—Leibniz-tétel alapjan tehéat
5 Inll12

> dz 1
/Omdw—g[ln(%/?)x—i—1—1)+4ln(\/3$+1+2)]0 o

(h) Elészor az integrandus primitiv fiiggvényeit hatarozzuk meg. Most a

t=ver—1, 0<z<In2 0<t<Ll1
helyettesitéssel probdalkozunk, azaz vessziik az
r=Imn(l1+t) =gt (0<t<1)

helyettesits fiiggvényt. A g fliggvény derivalhato és ¢'(t) = % (t€[0,1]), g
tehéat szigorian monoton novekeds. A hatarozatlan integralokra vonatkozo

mésodik helyettesitési szabaly tehat alkalmazhato:

2t 1
Ve —lde= [t dt —9 (1— >dt
/ / 14+t |i=yveT / 1+t t=v/e?—1
=2ve* — 1 —2arctgve® — 14+ C.

t=ye—1

= (275 — 2arctg t)

A Newton—Leibniz-tétel alapjan tehat

In2 n2

ver —ldx = [2\/67”— — 2arctg ve* — 1 :2—g.l
0

0
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M41. (a) megolddsa: Mivel
R S
vnvn+1  nyn+2 Vnvn+n
1 1 1 1
== + o ——— |,
n \/1+% \/1+% 1+3

ezért ezt az Osszeget felfoghatjuk ugy is, mint az f(z) := \/fﬁ (x > —1) fiig-

gvénynek a [0, 1] intervallum egyenletes felosztasahoz tartozo kozelits osszege.
S6t ez f monoton csokkenése miatt egy also kozelits osszeg. Az f fiiggvény
folytonos, tehat integralhato, és

dr = 2(V2 - 1).

L
/0 vVi+zx
Az F35. feladat allitasat felhasznalva kapjuk, hogy a kérdezett sorozat
hatarértéke 2(v/2 — 1).

(e) megolddsa: Mivel

194294 0 1 gnyi®
Ay = na—i—l :EZ<E>7
1=1

L 1
lim a, = / x%dr = )
n—+o00 0 1+«

Megjegyzés. Ez az eredmény azt jelenti, hogy minden € > 0 valds szamhoz
létezik olyan ng € N index, hogy minden n > ng természetes szamra fennall-

ezért

nak az
netl o , notl
l1—¢ <1 4+2%4 - 4+n* < (1+e
S <(+o0T
egyenlGtlenségek. Nagy n-ekre tehat az 1% 4 2% + - - - +n® Gsszeg az ﬁna“

szammal jol kozelithets. Ezt ugy is ki szoktuk fejezni, hogy 14 42%+4- .- +n®

aszimptotikusan eqyenld %Hna“-gyel, han — 400, és ezt roviden igy szokas
jelolni:
1
1942+ 4+ n% ~ n®tt (n — +00).

a+1



54

2. A hatarozott integral

M42.

(Vagy azt mondjuk, hogy az 1% + 2% + - - - + n® dsszeg n®™! nagysagrend.)
Figyelje meg, hogy ha o = 1,2 vagy 3, akkor a szoban forgd Osszegeket zart

alakban is fel tudjuk irni, és ebbdl kaphatunk informaciot arrdl, hogy az

Osszeg nagy n-ckre mekkora. Més a-kra (pl. a = 3) zart alak vagy nincs

vagy pedig nehezen adhaté meg. A feladatban mutatott egyszert eszkozokkel
tehat minden o > 0 valds szam esetén a zart alak ismerete nélkiil kaptunk
informaciot az Osszeg nagy n-ekre valo viselkedésérsl.ll

Ha fab f? = f; g% = 0, akkor az

|[f(x)g(z)] < %(F(l’) +g%(x)) (v €a,b])

egyenlGtlenséghbdl

[ sy < [ < 5[ [ peae [ ¢ a] <o

kovetkezik, tehat ekkor igaz az allitas.
Tegyiik fel, hogy [*f* és [ g® koziil legalabb az egyik 0-t6l kiilonboz,

példaul f; f? > 0. Minden X valés paraméter esetén az F := (Af + g)?
fiiggvény integralhato [a, b]-n, és az integralja nemnegativ, azaz

OS/ab()\f+g)2z)\2/abf2+2)\/abfg+/abg2 (V) €R).

A jobb oldal A-nak egy méasodfokt polinomja, és ez a polinom minden A € R
esetén nemnegativ, ami csak gy lehetséges, ha a diszkrimindnsa < 0, azaz

e )] )=

amibgl mar kovetkezik az allitas. B

0<

M43. Iy = [ 1dz =1. Han > 1, akkor

1 1
I, = / (1= (1 -2 do = Loy — / 2(1 - 22 de
0 0

1
=hiatg [ 2 (=22)(1 — 2*)" ' dox =
0

1 1— 2\n-1 1 1 1— 2\n 1
= Ilp_1 + — |:x . w] — = / ﬂ dx — In—l — _]’I’M
n o 2/ n 2n
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azaz

Ezért 5 5 . 5
PR U () B S
2n+1 2n-—1 3

M44. Végezze el az v =1 —t = g(t) (t € [0,1]) helyettesitést. B
M45.
M46. Parcialisan integralva azt kapjuk, hogy

B(m,n) = /01 2™(1 — )" dv =

m+l(] — £)nq1 1
= |2 1-2) ] + / xm+1(1—x)”_1dx:LB(m—l—l,n—l).
0

m+1 o m+1 m—+1
Ezért
Blm.n) = —" Bm+1n—1) = .1 L Bmtn0) =
m,n—m+1 m 1 " m+1 m+2 m+n mr Rt =

n! ! men g nim!
‘<m+1>~~<m+n>/ox Tt )l

M47. Integraljon parcialisan. l

13 1
M48. (a / —dIS/l’Sd{E:
(@) o V1+ a6 0

(b) Mivel 2z < sinz < z (z € [0, 3]), ezért

5 1 LS| r, ]2
/ e~ TSINT 0. / i dx < / - dxr = i [_6_27ri| 2 — 2(1—6_7").
0 o ersin® 0 et or 0 2r

(c) Az integralszamitéas kozépértéktétele szerint 1étezik olyan € € [0, 1], amel-
lyel

B |

[MIE]

1 : 1
1
/0 ff; dxzsinf/o T2 dm:sinf[arctgx}é:%sinf’g%sin1<0,7.
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(d) A Cauchy—Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlétlenség alapjan

1 1 1 6
/ V14 ztdr < /(1—|—x4)dx- / 1dx:\/g.
0 0 0

(¢) Legyen (z) = 5 (x & (0,)). Mivel f'(x) = 52122 (4 ¢ (0,5))

¢s 2 < tgz minden x € (0,%) pontban (a tg fiiggvény ui. konvex (0, 7/2)-

en és a grafikonjanak az érintéje a 0 pontban az y = x egyenes), ezért f

monoton csokkend (0, 7/2)-en, ezért

V3 T (T W 3 sinx T /T 0w V2
Y25 (D)< dr < —(———):—.l
8 f(3)<3 4>_[; c =I5 -1) =%
M52. (a) Az integrandus folytonos, ezért az
F(x)::/ V1+t3dt (x € R)
2
integralfiiggvénye minden x € R pontban differencialhato és F'(z) = v/1 + 23
(x € R), kovetkezésképpen
F(2+h)—F(h I
F'(2) = lim 2+h) ( ):hm— V1i+t3dt =3 1
h—2 h h—0 h [y

M55. (b) Jelolje M az |f'| egy felsé korlatjat: |f'(z)] < M (xz € [0,1]). Legyen

n egy rogzitett természetes szam, és tekintsiik a [0, 1] intervallum % (k =
0,1,2,...,n) osztopontokkal vett egyenletes felosztasat. Ekkor

[ s = Z / F(a) dr.

ezért

A::‘/Olf(:v)dx—%gf(g)‘ - );;/;f(x)dx—;/;f(g)dx‘:
_ ’;/ [#(a) —f(g)} dr| < kzi;/

3

3|

flz) — f<§)‘ dx.

n
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Alkalmazzuk most az f fiiggvényre a |21, ﬂ intervallumon a Lagrange-féle
kozépértéktételt: van olyan £ € [%, ﬂ amelyre

k , k
f@) = () = 1O~ )
Az f’ korlatossaga miatt
" k vk M
[ i@ = s <o [T (E=pyar= o
Ezért a Y, M1
R S

egyenlGtlenség minden n € N esetén teljesiil. H

2.3. A hatarozott integral alkalmazasai
2.4. Improprius integralok

2.5. Kiegészitések a differenciadlszamitashoz és az
integralszamitashoz

M76. Ha o nemnegativ egész szam, akkor a tagok bizonyos indextdl kezdve 0-val

egyenldk, igy a sor konvergens. Ha a nem ilyen, akkor egyik egyiitthato sem
0, ezért a D’Alembert-féle hanyadoskritérium és

(e00) = () %

alapjan
[e% k+1 a) a—k
(k+i)xk _ (k)ak—i-l ‘ ' _ Oé—kx o jz], hak — oo,
(3)z (%) k1

ezért a sor valoban konvergens minden x € (—1, 1) esetén.

Jeloljiik f-fel a sor Gsszegét:

fla) = f (Z) w (ze(=11).

k=0



o8

2. A hatarozott integral

M77.

Megmutatjuk, hogy f hasonlo derivalasi szabaly érvényes, mint az (1 + z)®
(|x] < 1) fuggvényre. Erre a fiiggvényre ugyanis

!/

/
((1 + x)a) = a(l+ o)), azaz (1+ 1) ((1 + x)a) = a(l+2)
teljestil minden = € (—1,1) pontban. Ehhez hasonléan fennall az

1+2)f'(z) =af(z) (ve(-L1)) ()

egyenlgség. Ez a hatvanysor derivalasara vonatkozo allitas és (x) felhasznalasa-
val igy igazolhato:

(1+x)f'(x):(1+m)§k(2‘) Zk( ) = 1+Zk( )
_Z[k+1( )—i—k( )}x _aZ( )x — af(z).

Ebbgl most mar az f(z) = (14 x)“ egyenléség konnyen bizonyithato. Legyen
ugyanis
fle)
= —-1,1)).
o) = s (we (1)
A g fiiggvény derivalhato és (xx) miatt
f@)1+2)* = fl@)a(l+2)*"  (1+2)f(2) —af()

g(z) = (1+a) - (1 +a)e =0

ezért g allando (—1,1)-en. Az o = 0 pontban g(1) = 1, ezért valoban fennéall
az f(x) = (1+x)* (z € (—1,1)) egyenléség. W
Az allitast az

™

I, ::/Qsin”:pdx (n=0,1,2,...)
0

integralok kiszamitasan keresztiil latjuk be.

Vilagos, hogy

2 T 2 z
_[0:/ ldr = = ¢és ]1:/ sinzdr = [—Cosx] =1.
0 2 0 0



2.5. Kiegészitések a differencidlszamitashoz és az integralszamitashoz 59

ha n > 2, akkor parcialisan integralva azt kapjuk, hogy

us
2

s
3
I, = / (1 —cos®x)sin" 2xdr = I, 5 — / cosxsin™ 2 x - cosxdr =
0

0
sin® ! 3 sin" 'z 1
=1, 9 — cosx| — sinxdr = 1,9 — ——1,,
n—1 o n—1 n—1

INIE]

[e=]

amibdl

—1
L="""I., (n=23,..)
adodik.
2n—1 2n—3 1
[n: —_— . I I, = =
2 om m—2 2 0 (To 2)’
m  2Mm—2 2
I = et I I, =1
T o011 an—1 3 ! (h=1)

Mivel minden n természetes szamra

sin®" 2y <sin®"™ gz <sin?2z (2 € (0,7/2)),

ezért
Iopyo < Iopy1 < Iy, (n € N),

azaz
2n+1 2n—1 1 7T< 2n 2n — 2 2<2n—1 2n — 3 1 «
2n + 2 2n 2 27" 2n+1 2n-—1 37 2n 2n — 2 2 2
Ebbél

2n+1 7 22 42 (2n)? 1

< .
m+2 212 3 (2n—12 2n+1

MT78. Az alapoétlet az, hogy az fon In x dz integralt, azaz az In fiiggvény [1, n] inter-
vallumon vett grafikonja alatti teriiletet a beirt trapézok tertiletének 6sszegével
kozelitjik.

A szoban forg6 integral konnyen meghatarozhato:

/ Inxdx = [mlnx—x}? =nlnn—n+l=Inn"—Ine*+Ine = 1n<e- (g)n>
1
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Tekintsiik most az In (konkav!) fiiggvény grafikonjaba beirt azon toérottvo-
nalat, amelynek szogpontjai a gorbe 1,2,...,n abszcisszdkhoz tartozo pon-
tjal. Az e toréttvonal alatti sikidom teriilete egy héromszognek és (n — 1)
trapéznak a teriiletébdl tevédik Ossze, és az értéke:

In2 In2+1In3 In(n—1)+1In2
o T et 2 B

1 n!
:1n2+1n3+---+lnn—Elnnzln(%>,

ezért a tertiletek kiilonbsége:

JAVRSES ln<e- (g)n> - 1n<:}—!ﬁ> =In (%) >0 (Vn eN).

(/\,, azért pozitiv, mert az In fliggvény konkav az egész RT-on.) A geomet-
riai tartalombol nyilvanvalo, hogy a (A,,) sorozat monoton novekeds. Egy
szellemes geometriai megfontolasbol az is kovetkezik, hogy a (A,) sorozat
feliilrél korlatos és A, < 22 minden n € N esetén. Ezért a (A,) sorozat
konvergens. Az exp fliggvény szigoriian monoton névekedd, ezért az
O
e  nl
sorozat is konvergens, és a hatarértéke pozitiv. A sorozat reciproka, tehéat az

n!
Qp = —7—— (n € N)
(2)"vn
sorozat is konvergens. Feladatunk a hatarértékének a kiszamolésa.

Ehhez két észrevételt érdemes megjegyezni: egyrészt azt, hogy

a2
0 < lim(a,) = lim(—),
Q2n
ami az % = a, - 52—’; és lim(a,) = lim(ag,) nyilvanvalo6 kovetkezménye. A

masik észrevétel az, hogy % a Wallis-formuléval hozhat6 kapcsolatba:

@ [P (@[] 2

aon (%)Q”n (2n) (2n)! no

C[2-4-6---(2n)])" \F_ 2.4-6---(2n) 1 2(2n + 1)
T 12320 Vo 13 -@n—-1) Von+tl n
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A Wallis-formula alapjan

" 2:4-6---(2n) 1 \/?
1m . = —
n—too 1.3+ (2n—1) 2n+1 2’

ezért
n! a?
lim(a,) = lim —5— =lim(—) =
( ) n—+o00 (%) \/ﬁ (CLQn)
2.4.6---(2 1 [2(2 1 /o=
n—too 13- (2n—1) V2n+1 n 2
ami azt jelenti, hogy
|
im — " —1. o
n—too (2)"/2mn

M79. Elég igazolni azt, hogy 72 irracionélis. Ezt indirekt modon latjuk be. Ha

72 racionélis lenne, akkor léteznének olyan p,q € N szamok, amelyre 72 = 2

teljesiilne. Vegyiink most egy olyan n € N szamot, amelyre
mp" < n!
(ilyen van, miért?), és tekintsiik az

(1 —x)"

f) =" wem)

n!

fiiggvényt. Az inderekt feltételt felhasznalva parcidlis integralassal mutassa
meg, hogy

1
A= an/ f(z)sinmx dx
0
egy egész szam. Ez viszont ellentmondés, mert

n 1 n
0<A="L x"(l—x)”dx§@<1.l
n! Jo n!



